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Resum L’estudi i evolució de la mortalitat, per les repercussions econòmiques i
socials que presenta, és un tema d’elevat interès tant per als actuaris i els estadístics
com per als demògrafs. En aquest treball revisem les diferents alternatives per a
graduar les probabilitats de mort mitjançant models dinàmics, aquells que prenen en
compte simultàniament la influència de l’edat i el temps del calendari, i en mostrem
l’aplicació a dades de mortalitat d’Espanya. Finalment, es comenten les tendències
futures en l’anàlisi dinàmica de la mortalitat.
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1 Introducció
Una de les derivacions més importants obtingudes a partir de les dades censals
són les taules de mortalitat de la població. No només perquè es poden aplicar
en la pràctica al càlcul actuarial per a obtenir el valor de primes i/o indemnit-
zacions, sinó, a més, perquè es tracta d’un instrument rellevant per a estudiar
l’evolució de la població i els moviments d’aquesta. El primer pas, i potser una
de les parts fonamentals en què intervé l’estadística, és la graduació de les
probabilitats de mort, qx . Definim la graduació [41] com el conjunt de principis
i mètodes pels quals les probabilitats observades (o brutes) s’ajusten per a
proporcionar una base allisada que permeta fer inferències i càlculs pràctics
de primes i reserves.
El professional de l’assegurança de vida ha de ser capaç d’assignar primes
suficients per a cobrir les quantitats que haurà de pagar la companyia en cas
de mort de l’assegurat, per a la qual cosa utilitza les taules de mortalitat gra-
duades. Els mètodes de graduació recollits en la literatura i que són emprats
en la pràctica poden classificar-se en dos tipus fonamentals, paramètrics i
no paramètrics, segons que ajusten les dades a una funció matemàtica o que
només realitzen un allisatge. La graduació de la mortalitat mitjançant mètodes
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paramètrics ha sigut un tema tractat àmpliament en [34, 67, 26]; de la no para-
mètrica s’ocupen [35, 36, 37, 80, 81], i pot trobar-se’n una revisió i comparació
en [28]. Tots aquests articles s’ocupen de la graduació estàtica, és a dir, de
la influència que l’edat té en la graduació de la mortalitat, per a la qual cosa
s’analitzen dades d’un any en particular o, en el cas de diversos anys, es treballa
amb les xifres agregades. L’experiència mostra que les taules de mortalitat es-
tàtiques sobreestimen la probabilitat de mort i, com a conseqüència d’aquesta
sobreestimació, les primes d’anualitats, de pensions i d’assegurances de vida
no són les que haurien de ser, la qual cosa provoca efectes negatius sobre la
companyia o sobre els assegurats. La raó de la dita sobreestimació és que les
taules estàtiques han sigut avaluades per a un període de temps específic i no
tenen en compte la tendència decreixent de la mortalitat al llarg del temps.
Una solució a aquest problema són les taules de mortalitat dinàmiques, que
el resolen incorporant la influència del calendari quan es gradua la mortalitat,
particularitat que les ha convertides en una eina molt adequada per a la ciència
actuarial.
Encara que en la literatura actuarial el coneixement de l’evolució de la
mortalitat data de les primeres dècades del segle xx, és recentment que els
càlculs actuarials han utilitzat les taules de mortalitat projectades o dinàmiques.
En conseqüència, la predicció adequada de les probabilitats de mort mitjançant
aquest tipus de taules s’ha convertit en un dels eixos centrals de la reducció
del risc que s’assumeix. Tradicionalment, els mètodes utilitzats han sigut
majoritàriament paramètrics, perquè aquest tipus de graduació afavoreix la
comparació al llarg del temps i de l’espai [20], en estudiar l’evolució dels
paràmetres que cal estimar o incorporar el temps com una nova variable
explicativa.
Per a entendre millor la notació que emprarem d’ara endavant hem de definir
la taula de mortalitat. Segons [60], es tracta de una sèrie temporal que indica la
reducció gradual d’un grup inicial d’individus a causa de les defuncions, i ha
sigut construïda a partir de les observacions d’un col.lectiu real. L’estructura
bàsica, tal com ens la descriu [82], està constituïda per les columnes següents,
x lx dx qx px
x: l’edat de l’individu, 0 ≤ x ≤ω, on ω és l’edat límit
lx : nombre dels qui sobreviuen a l’edat x
dx : nombre dels qui moren entre les edats x i x + 1,
dx = lx − lx+1
qx : ràtio anual de defuncions a l’edat x,
qx = dxlx ,
px : ràtio anual de supervivència a l’edat x
px = lx+1lx .
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A partir de les taules de mortalitat, pot obtenir-se l’esperança de vida
ex = Txlx ,
on lx i Tx representen, respectivament, el total de persones que han complit
x anys i el total d’anys que totes elles esperen viure, Tx =
∑
i≥x Li, sent
Lx = lx+1 + dx/2 el nombre corresponent de persones-anys. El càlcul del valor
de la vida mitjana o vida probable ha sigut i és, sens dubte, un indicador de la
capacitat de supervivència d’una societat, i el fet que s’incremente suposa, en
tots els aspectes, una millora de les condicions de vida d’una societat, raó per
la qual ens ocuparem també de l’esperança de vida i de l’estudi d’aquesta.
El contingut d’aquest article està estructurat de la manera següent. En la sec-
ció 2 es descriu l’evolució de la mortalitat espanyola en el darrer segle. La
secció 3 es dedica a la descripció dels models dinàmics. En l’apartat 3.1 des-
crivim els models estructurals [43, 48]. En l’apartat 3.2 estudiem la influència
del temps del calendari mitjançant els models no estructurals: les funcions
Gompertz-Makeham ajustades per mitjà de models lineals generalitzats (d’ara
endavant GLM) i els models amb factors de reducció de la mortalitat. La secció 4
està dedicada a la predicció de la mortalitat emprant intervals de confiança. En
la secció 5 es descriuen els models edat-període-cohort. La darrera secció està
dedicada a tendències futures en la graduació de la mortalitat.
a) Homes b) Dones
Figura 1: Gràfic de descens de la mortalitat per a algunes edats.
2 Evolució de la mortalitat
La secció està dedicada a descriure l’evolució de la mortalitat a Espanya durant
el segle passat, com a justificació a la introducció dels models dinàmics i
la necessitat d’una predicció adequada. Les dades utilitzades per a mostrar
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l’evolució de la mortalitat a Espanya provenen de [42], i corresponen al període
1908-2002 i a un rang d’edats de 0 a 110. En la figura 1 pot observar-se com,
en general, les probabilitats de mort han disminuït al llarg del temps, tot i que
ho han fet de manera diferent per als distints grups d’edat. A Espanya, igual
que en altres països desenvolupats, cal destacar el descens que s’ha produït en
la mortalitat infantil, l’augment de mortalitat en l’última dècada per a les edats
intermèdies, al voltant dels trenta anys, i l’estabilitat, i fins i tot un lleuger
augment, per a les edats elevades, noranta-cinc i més anys, a causa de l’augment
de la població longeva que s’ha produït en els darrers temps.
a) lx b) dx c) qx
Figura 2: Rectangularització i expansió per als homes.
a) lx b) dx c) qx
Figura 3: Rectangularització i expansió per a les dones.
Les darreres tendències pel que fa a l’anàlisi de la mortalitat han estat
descrites entre d’altres per [59], que defineix els processos de rectangularit-
zació i de expansió de la corba de supervivents. L’expansió consisteix en el
desplaçament de la corba de supervivents cap a les edats elevades, tal com
s’aprecia en les figures 2 a) i 3 a), la qual cosa implica un desplaçament de la
moda (figures 2 b) i 3 b)) cap a aquestes edats. La rectangularització és deguda a
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la concentració de les morts al voltant de la dita moda i té com a conseqüència
una transformació de la corba de supervivència, que sembla un rectangle. El
fenomen s’observa en les figures 2 a) i 3 a).
Addicionalment, apareixen nivells de mortalitat alts i gran dispersió en les
edats joves i intermèdies en les figures 2 c) i 3 c), particularment per als homes,
fenomen que es coneix com la gepa dels accidents perquè es produeix a causa
dels accidents de trànsit.
Tot aquest procés ha anat acompanyat d’un increment de les esperances de
vida, que pot observar-se en la figura 4.
a) Homes b) Dones
Figura 4: Evolució de l’esperança de vida.
3 Models dinàmics
Considerem un conjunt de ràtios de mortalitat en forma de taula dinàmica,
és a dir, una taula de doble entrada les cel.les de la qual contenen el valor de
qxt , ràtio de mortalitat corresponent a l’edat x i l’any t. El nostre objectiu és
obtenir qˆxt , estimacions suaus de les desconegudes i vertaderes probabilitats
de mort qxt , a partir de les estimacions brutes, q˙xt . Aquestes estimacions
brutes s’obtenen a partir del nombre de morts observades, dxt , i el nombre
dels inicialment exposats al risc, Ext [27].
Una recopilació de les tècniques d’anàlisi i de construcció de taules dinà-
miques podem trobar-la en [3, 78, 30, 76, 63, 27]. Para una atenció especial
al risc que la longevitat té per a l’assegurador [63], a més de recopilar les
contribucions més recents. Una mostra de l’actualitat del tema pot veure’s en
[6], en què es descriuen les propostes més actuals.
Els mètodes de graduació de taules dinàmiques poden classificar-se en dos
grans grups:
1. Models paramètrics. Són models que ajusten a les mesures de la mortalitat
una funció f dependent d’uns paràmetres. Els tractaments, bàsicament,
són dos:
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a) considerar que la influència del temps del calendari tan sols afecta
els paràmetres (models que denominem estructurals) o bé
b) incorporar el temps del calendari com a variable t en la funció (són
els models que denominem no estructurals).
2. Models no paramètrics. Són generalitzacions de les tècniques d’allisatge
(smoothing) que depenen de l’edat i del temps.
En la construcció de les taules dinàmiques per a l’estudi de la mortalitat,
els models són majoritàriament paramètrics, perquè faciliten la comparació al
llarg del temps [20]. Els models no paramètrics s’han utilitzat habitualment per
a l’anàlisi exploradora de les dades, prèvia a la graduació paramètrica. Un exem-
ple de modelització no paramètrica prèvia és l’article [31], en què es combinen
idees bàsiques de processos estocàstics [52, 53, 54] amb l’ús d’un allisatge
basat en el nucli (smoother kernel) ja descrit per al cas univariant en [35, 36, 37].
Més recentment, un treball del Continuous Mortality Investigation (CMI) Bureau
[56] recomana la utilització al Regne Unit de mètodes semiparamètrics basats
en p-splines [22].
3.1 Models estructurals
Els models estructurals segueixen els dos passos següents:
1. ajusten la mesura de mortalitat emprant el mateix model per a tots els
anys, amb la qual cosa s’obté una sèrie temporal de paràmetres estimats,
i a continuació
2. analitzen la sèrie temporal de cada paràmetre.
Les sèries temporals ajustades s’utilitzen per a obtenir estimacions dels
paràmetres per a anys futurs, que ens permeten fer prediccions si substituïm,
en la llei de mortalitat, els paràmetres per aquestes estimacions. Un model
d’aquestes característiques és el model logit1 proposat per [9], la descripció
i aplicació del qual pot trobar-se en [4]. Es tracta, tanmateix, de metodologia
merament empírica [30], de la qual no ens ocuparem. Sí que ho farem, en canvi,
de propostes més depurades, com les dues que venen a continuació.
3.1.1 Model de Heligman i Pollard. Les lleis de Heligman i Pollard, [43], han
sigut utilitzades àmpliament per diferents països del nostre entorn europeu
(Anglaterra, Suècia, Alemanya i Espanya) i per altres països desenvolupats (els
Estats Units d’Amèrica i Austràlia) des que l’ONU va promoure l’ajust de la
mortalitat mitjançant la primera llei de Heligman i Pollard [30]. Els autors,
inspirant-se en [77], ajusten una nova llei de mortalitat en l’Austràlia de la
1 La funció logit va ser introduïda per Joseph Berkson el 1944 com logit(p) = log(p/(1− p)),
la inversa de la funció logística que apareix en els primers models de creixement de població.
(Nota de l’editor).
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postguerra, l’expressió genèrica de la qual és
qx
1− qx =
n∑
i=1
Ai exp
(
−Bi(fi(x)− Ci)Di
)
,
on Ai, Bi, Ci,Di, i = 1,2, . . . , n, són els paràmetres que cal estimar. Normalment
amb n = 3 s’obtenen bons ajustos. Per a fi(x) sol utilitzar-se x o ln(x).
Les tres expressions que realment es van ajustar a la mortalitat australiana
van ser:
• Primera llei de Heligman i Pollard
– versió 1
qx
1− qx = A
(x+B)C +D exp(−E(lnx − lnF)2)+GH(x−x0) ,
expressió que no pot distingir-se, consideren els autors, de la
– versió 2
qx = A(x+B)C +D exp(−E(lnx − lnF)2)+ GH
x
1+GHx .
• Segona llei de Heligman i Pollard
qx = A(x+B)C +D exp(−E(lnx − lnF)2)+ GH
x
1+KGHx . (1)
• Tercera llei de Heligman i Pollard
qx = A(x+B)C +D exp(−E(lnx − lnF)2)+ GH
xk
1+GHxk .
Cada un dels tres termes de l’equació bàsica representa un component
diferent de la mortalitat: el primer terme la mortalitat infantil, el segon la gepa
dels accidents i el tercer la mortalitat natural causada per senectut [43]. El gràfic
de la figura 5 mostra aquesta descomposició. La interpretació dels paràmetres
és la següent: A representa la ràtio de mortalitat infantil; B representa la
probabilitat de morir per a un infant d’un any d’edat; C està relacionat amb
l’adaptació dels individus a l’entorn. Els tres prenen valors en l’interval [0,1]. D,
E i F es refereixen a la gepa dels accidents, D indica la severitat de la gepa i
pren valors en [0,1]; E, amb valors entre [0,∞[, indica la concentració de la gepa,
i F , des de quinze fins a edats avançades, indica la localització del màxim de la
gepa. Finalment, G indica el nivell base de la mortalitat senil, i H és la taxa de
creixement de la dita mortalitat senil, i els dominis respectius són [0,1] i [0,∞[.
Els paràmetres s’estimen per a cadascun dels anys pel mètode dels mínims
quadrats ponderats no lineals per a tot el rang d’edats,∑
x
ωx(qx − F(x))2,
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Figura 5: Descomposició de la llei de Heligman i Pollard.
on ω−1x és proporcional a la variància de l’observació a l’edat x, F(x) és la
funció (1) que es vol ajustar i qx són les probabilitats de mort observades. La
necessitat d’introduir pesos en l’ajust es deu a la desigualtat de variàncies per a
qx = F(x), ja que com que hem triat el model binomial, var(qx) = qx(1− qx)Ex .
Per aquesta raó els pesos proposats són 1/qx o alguna potència seua, com per
exemple es fa en [30] i ja van fer Heligman i Pollard. L’últim pas per a la
predicció és ajustar una sèrie temporal per a cadascun dels paràmetres.
Una aproximació bayesiana per a les lleis de Heligman i Pollard utilitzant
mètodes de MCMC per a evitar els problemes numèrics que tenen els mètodes
clàssics pot trobar-se en [29].
La utilització que es fa en [55] del model de Heligman i Pollard ha sigut
adaptada al model espanyol per [30] i [32], que n’empren només la segona llei.
3.1.2 Model de Lee-Carter. Des que Lee i Carter, [48], van proposar el seu
model de projecció el 1992 i el van utilitzar per a l’estudi de la mortalitat als
EUA, han sigut nombrosos els treballs que l’han emprat per fer prediccions de
la mortalitat en altres països desenvolupats, com ara el Canadà [50], Xile [49],
el Japó [86], Bèlgica [11], Àustria [16], Anglaterra i Gal.les [69], Austràlia [8] i
Espanya [40] o [25], alguns d’ells en la versió original i d’altres millorant-lo.
El model de Lee-Carter consisteix a ajustar a la mesura de mortalitat la
funció
qxt = exp(ax + bxkt + xt)
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o, equivalentment, la funció
ln(qxt) = ax + bxkt + xt ,
al seu logaritme.
En les dues expressions anteriors, el doble subíndex es refereix a l’edat, x, i
a l’any o la unitat de temps, t; ax i bx són paràmetres dependents de l’edat;
i kt és un índex específic per a cada any o unitat de temps. Els errors xt , amb
mitjana zero i variància σ 2 , reflecteixen influències històriques que no són
capturades pel model.
Quant a l’ajust, observem que, donada una solució qualsevol (ax, bx, kt),
són també solucions,
(ax, bx/c, ckt) o (ax + cbx, bx, kt − c). (2)
Perquè el model tinga una solució única els paràmetres han de ser normalit-
zats,
∑
x
bx = 1 i
∑
t
kt = 0, i llavors s’obté,
aˇx =
∑
t
lnqxt
T
.
Els valors bx i kt s’estimen pel mètode singular value decomposition (d’ara
endavant SVD), aplicat a la matriu ln(qxt)− aˇx ,
ln(qxt)− aˇx =
min(n,T)∑
i=1
siuixv
i
t ,
amb n nombre d’edats, i si, uix i v
i
t els valors singulars i els vectors singulars
esquerre i dret respectius, on el superíndex indica l’ordre [70]. Així, kˆSVDt =
s1v1t i bˆSVDx = u1x . Com que
∑
x
bˆSVDx = c ≠ 1, normalitzem amb la transformació
bˆx = bˆ
SVD
x
c
i kˇt = ckˆSVDt .
Posteriorment, kt es reestima per a ajustar el nombre total de morts obser-
vades i estimades, fent servir l’equació
Dt =
∑
x
(
Nxt exp(aˆx + ktbˆx)
)
, (3)
on Dt és el nombre total de morts l’any t i Nxt és la població d’edat x l’any t.
La solució de (3) és k˜t , que, amb la translació de (2),
kˆt = k˜t −mitjana(k˜t) i aˆx = aˇx + bˆxmitjana(k˜t),
ens dóna la solució final (aˆx, bˆx, kˆt).
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En [85] s’estimen els paràmetres per mínims quadrats ponderats, en [11] per
màxima versemblança i en [23] mitjançant GLM. Tots aquests s’han comparat
i implementat per a dades espanyoles en [25]. Més recentment, [24] i [61]
introdueixen una estimació bayesiana dels paràmetres, en el segon cas fent ús
de models state-space.
L’últim pas del mètode de Lee-Carter consisteix a trobar un model de sèrie
temporal per als índexs de mortalitat, {kˆt}, utilitzant metodologia Box-Jenkins.
El model ajustat permet predir valors futurs per a kt i amb aquests, al seu
torn, obtenir prediccions per a qxt . En moltes de les aplicacions ha donat bon
resultat el model
kˆt = p + kˆt−1 +ut ,
on p és una constant i ut un soroll blanc.
La principal crítica al model de Lee-Carter és que els paràmetres ax i bx són
els mateixos al llarg del temps i que la predicció de futurs valors de la mortalitat
es basa només en kt , la qual cosa suposa admetre que no hi ha interacció
entre l’edat i el temps. Els avantatges que presenta són, entre d’altres, la fàcil
interpretació dels paràmetres i la parsimònia (vegeu-ne la descripció detallada
en [47] o [7]). El model, tanmateix, gaudeix actualment de molta popularitat
gràcies als bons resultats que proporciona i a la seua simplicitat, per la qual
cosa hi ha una àmplia literatura dedicada a implementar-lo i millora-lo.
L’estudi realitzat per [7] introdueix tres modificacions al model de Lee-
Carter. Concretament, una millora de l’ajust del model, la identificació del
període òptim per a l’ajust del model ARIMA i la incorporació d’interaccions
edat-any en la base del model utilitzant els dos primers vectors singulars
esquerres i drets de la matriu ln(qxt)− aˆx , com també es fa en [70]. L’anàlisi
es du a terme utilitzant un codi específic de R [66]. L’article [51] considera
modificacions al mètode de Lee-Carter per a predir la mortalitat per a països tot
considerant que formen part d’un grup enlloc de considerar-los individualment.
Diguem, per acabar, que un bon ajust no sempre és garantia d’una bona
predicció, com s’assenyala en [76]. Així, el model amb vuit paràmetres desen-
volupat per [43] ajusta bé a un gran nombre de patrons de mortalitat, però la
gran quantitat de paràmetres que requereix limita el model per a potencials
projeccions [7].
Aplicació del model de Lee-Carter a dades de mortalitat espanyoles. En la
figura 6 es mostra l’estimació del model de Lee-Carter per a dades espanyoles
de mortalitat corresponents al període 1980-1999 i un rang de edats de 0 a 105.
La comparació dels paràmetres ax per a ambdós sexes mostra que la mortalitat
per a les dones és inferior. La gepa en la figura 6 a) revela un increment de
la mortalitat en el rang d’edat d’11 a 40 per als homes que alguns autors [40]
atribueixen a la mortalitat accidental.
Els valors negatius per als paràmetres bx , figura 6 b), per a les edats intermè-
dies (de 24 a 40 per a homes i de 28 a 32 per a dones) indiquen que la mortalitat
en aquests grups de edat s’incrementa amb els anys. Per al rang d’edats de 24
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a 40, aquest increment pot explicar-se per l’efecte de l’epidèmia de la sida, com
assenyalen [32] i [40]. El gràfic dels valors estimats de kt , figura 6 c), evidencia
que el decreixement és més pronunciat per als homes que per a les dones.
a) ax b) bx c) kt
Figura 6: Valors estimats dels paràmetres de Lee-Carter (línia contínua)
i Lee-Carter-GLM (línia discontínua) per a Espanya (homes en negre i
dones en gris).
3.2 Models no estructurals
Una representació de l’evolució de la mortalitat, diferent de l’anterior, és la que
plantegen els mètodes no estructurals, en els quals el temps està explícitament
inclòs en la funció de mortalitat. Un model d’aquestes característiques és el
model logarítmic descrit i utilitzat en [4], del qual no ens ocuparem aquí, ja
que ens estimem més parlar de propostes més actuals.
3.2.1 Funcions Gompertz-Makeham respecte a l’edat i el temps. En [73]
es proposa adaptar les funcions Gompertz-Makeham a les taules dinàmiques
mitjançant la inclusió del temps com a variable. El nou model adaptat per a
qxt és
ln
(
qxt
1− qxt
)
= β0 +
s∑
j=1
βjLj(x′)+
r∑
i=1
αit
′i +
r∑
i=1
s∑
j=1
γijLj(x′)t
′i , (4)
i està subjecte a la convenció que alguns dels termes γij poden ser zero. En (4)
x′ i t′ són transformacions de l’edat i l’any del calendari, respectivament, de
manera que els seus valors estiguen entre [−1,1], i Lj(x′) són els polinomis
de Legendre generats per Ln+1(x) = xLn(x)−nLn−1(x), on n ≥ 1, L0(x) = 1
i L1(x) = x.
Reescrivint l’equació (4) de la manera
qxt
1− qxt = exp
β0 + s∑
j=1
βjLj(x′)
 exp
 r∑
i=1
αi + s∑
j=1
γijLj(x′)
 t′i
 , (5)
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el primer terme pot interpretar-se com una funció logit Gompertz-Makeham
corresponent a la graduació mitjançant l’edat, LGM(0, s + 1) (vegeu-ne la des-
cripció detallada en [34] o [26]). El segon terme pot ser interpretat com un
terme d’ajust de l’efecte de l’any del calendari, de manera que quan almenys un
dels γij és no nul depèn també de l’edat. Un exemple d’això seria l’increment
de morts d’homes adults i joves a causa de la sida.
Per a ajustar la funció (4) sota l’esquema de GLM, hem de suposar que
Dxt , nombre de morts a l’edat x en l’any t, segueix una distribució binomial,
Dxt ∼ Bi(Ext , qxt), amb valors observats dxt . Els resultats del model dinàmic
seran avaluats amb la deviance.2 La versemblança val
L(q) =
∏
t
∏
x
(
Ext
dxt
)
qdxtxt (1− qxt)Ext−dxt
∝
∏
t
∏
x
qdxtxt (1− qxt)Ext−dxt
i el logaritme de la versemblança és
lnL(q) =
∑
t
∑
x
(
dxt ln(qxt)+ (Ext − dxt) ln(1− qxt)
)
.
A partir del logaritme de la versemblança podem calcular la deviance,
D(qˆ) = 2 lnL(q˙xt)− 2 lnL(qˆxt).
Quan comparem dos models, la diferència de deviance segueix aproximadament
una distribució χ2 que té com a graus de llibertat la diferència entre els
que corresponen a cada model; així doncs hem de triar aquells models que
produïsquen millores significatives de la deviance.
La manera de procedir per a determinar els paràmetres αi, βj i γij és
considerar l’esquema de GLM amb família binomial i enllaç logit, per a això,
1. els valors triats de r i s són aquells a partir dels quals els increments de
la deviance no són significatius,
2. els coeficients γij es trien de manera que l’increment de la deviance
resulte significatiu,
3. paral.lelament es determinen els errors estàndard de les estimacions dels
paràmetres i la significació d’aquestes mitjançant la prova usual t de
Student.
Com s’assenyala en [75], que aplica aquest model, l’objectiu principal no
sols és trobar un model que proporcione un bon ajust de les dades, sinó trobar-
ne un que també proporcione un bon esquema per a realitzar projeccions. Amb
aquest objectiu en [87] s’arriba a la conclusió
2 El terme deviance fa referència al logaritme de la versemblança, multiplicat per dos i canviat
de signe. D’aquesta manera s’obté una variable que segueix una distribució χ2.
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1. els valors òptims de r i s no sempre generen tendències plausibles per a
l’objectiu de projectar, els ordres dels polinomis han de ser baixos encara
que calga sacrificar, si escau, una major bondat de l’ajust;
2. per a tots els conjunts de dades que van analitzar, els resultats més
satisfactoris els van obtenir amb r = 1 i s = 3, amb interacció d’ordre 1.
Reescrivint l’equació (5) d’acord amb aquestes conclusions, tenim
qxt
1− qxt = exp
β0 + 3∑
j=1
βjLj(x′)
 exp [(α1 + γ11x′) t′] . (6)
Aplicació de les funcions Gompertz-Makeham a dades de mortalitat es-
panyoles. Les estimacions dels coeficients del model (6) per a les dades
espanyoles de mortalitat esmentades abans es mostren en la taula 1. Com pot
comprovar-se, tots són significatius.
Espanya
Homes Dones
coef. error prova t coef. error prova t
estàndard estàndard
β0 −4,379241 0,001592 −2751,625 −4,965508 0,002020 −2458,30
β1 3,696105 0,002917 1267,210 3,959519 0,003151 1256,74
β2 1,043690 0,002586 403,668 1,687126 0,002918 578,19
β3 −0,476037 0,003090 −154,077 −0,681732 0,003318 −205,46
α1 −0,118890 0,001868 −63,651 −0,244256 0,002539 −96,19
γ11 0,015907 0,003794 4,193 0,146082 0,004395 33,24
Taula 1: Coeficients per a la funció Gompertz-Makeham.
Hi ha també una versió estructural per a funcions Gompertz-Makeham que
consisteix a estimar els paràmetres del model per a cada any i després ajustar
un model ARIMA a cadascuna de les sèries dels paràmetres, aquesta versió pot
consultar-se en [74]. També hi ha una versió bayesiana els detalls de la qual
poden trobar-se en [45].
Assenyalem, finalment, que aquest model, en les diferents versions que
presenta, ha sigut utilitzat per a valorar l’efecte de la millora de la mortalitat
sobre anualitats [45] i sobre opcions [2].
3.2.2 Models basats en factors de reducció de la mortalitat Els factors
de millora de la mortalitat, RF(x, t), són valors que permeten projectar les
taules de mortalitat al llarg del temps perquè tenen en compte els canvis que la
mesura de mortalitat considerada ha patit amb el pas dels anys. El procediment
es du a terme en dos passos:
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1. les dades d’un període determinat són graduades per a l’obtenció de les
taules base mitjançant algun dels procediments exposats en [34, 67],
2. es construeixen les taules de mortalitat projectades aplicant els factors
de reducció RF(x, t), per a un individu que ha assolit l’edat x en el temps
t, on t es mesura en anys a partir d’un origen apropiat, t = 0, situat en el
centre del període base.
La probabilitat de mort projectada al temps t ve donada per
qxt = qx0RF(x, t), (7)
on qx0 és el tant de mortalitat de la taula base. Aquesta expressió caracteritza
els factors de reducció per a qxt sota les restriccions
RF(x,0) = 1 ∀x ≥ 0
0 < RF(x, t) ≤ 1 ∀x ≥ 0, ∀t ≥ 0.
Els models emprats per a representar el comportament dels factors de
reducció que en permeten també l’estimació i la predicció per a anys futurs
han sigut recopilats en diversos treballs. Considerem necessari citar, entre
aquests, la secció 4 de l’informe 10 del CMI [12], que conté una descripció
completa del mètode. Posteriorment el CMI Bureau ha proposat un nou model
per a la projecció de la mortalitat per a pensionistes i anualitats (informe 17,
[13]), amb taules de mortalitat basades en experiències del període 1991-
1994. En [75] comparen el segon terme de l’equació (5), RFGLM(x, t), amb
els RFCMI(x, t) obtinguts mitjançant el mètode habitual del CMI Bureau, per
a analitzar la consistència de l’un amb l’altre. Citem, finalment, els treballs
de Renshaw i Haberman [68, 70, 71]. En el primer d’aquests es presenta un
esquema alternatiu per a modelitzar i predir factors de reducció de la mortalitat
basat en GLM. Segons aquest esquema, en l’equació (7) considerem el model
binomial amb enllaç logit per a ajustar a qxt el predictor,
ηxt = g(qx0)+ βxt, (8)
on g(qx0) = log
(
qx0
1− qx0
)
, que es calcula aplicant l’enllaç als valors graduats
del període base. En els dos següents s’adapta la metodologia de Lee-Carter
a la construcció de factors de reducció de la mortalitat. Entre les últimes
aportacions cal esmentar el treball [72], que, utilitzant el model de Lee-Carter,
estudia l’extensió dels models basats en factors de reducció de la mortalitat
[71, 70], per a incloure-hi l’efecte cohort, que són els individus nascuts el mateix
any. De l’efecte cohort parlarem amb detall més endavant.
Aplicació dels models amb factors de reducció a dades de mortalitat espa-
nyols. En aquesta secció apliquem el càlcul i la modelització dels factors de
reducció de la mortalitat segons [68] a les anteriors dades espanyoles de mor-
talitat. Prenem 1980 com a origen (t = 0) perquè és l’any inicial. No graduarem
les dades, ens interessa tan sols estudiar l’evolució dels qxt suposant linealitat.
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Considerem la probabilitat de mort qxt per als anys del 1980 al 1999 amb
t = any− 1980. Els factors de reducció estan caracteritzats per l’equació (7),
i per a modelitzar-los segons GLM hem de considerar el model binomial amb
enllaç logit per a ajustar a qxt el predictor,
ηxt = g(qx0)+ βxt,
on g(qx0) = log
(
qx0
1− qx0
)
perquè es calcula aplicant l’enllaç als valors del
període base 1980. En la figura 7 mostrem els valors dels βx per a cada edat i
cada sexe.
Figura 7: Paràmetres βx per a homes i dones en les dades espanyoles
de mortalitat.
La reducció de la mortalitat és semblant en ambdós sexes per a les edats
de 0 a 20, després apareixen clares diferències. En el cas dels homes de 20 a
40 hi ha un increment de la mortalitat, mentre que en les dones l’increment té
lloc per a edats puntuals. Per a l’interval de 40 a 100 hi ha una major reducció
de la mortalitat per a les dones, i en les edats finals se n’observa un lleuger
increment.
4 Predicció de la mortalitat per intervals de confiança
La principal crítica als models de predicció utilitzats oficialment és la siste-
màtica sobreestimació de la mortalitat i la falta de mesures de sensibilitat i
d’incertesa. En [61], entre d’altres, s’argumenta que les mesures d’incertesa en
la predicció de la mortalitat són necessàries i es puntualitza que han de dur-se
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a terme mitjançant intervals de confiança per tal d’expressar la incertesa com
una probabilitat.
En el seu article original Lee i Carter construeixen intervals de confiança
per a les prediccions de l’esperança de vida a partir tan sols de l’error en
la predicció de l’índex de mortalitat kt , de manera que no tenen en compte
altres fonts d’error, com ara la que introdueix l’estimació dels paràmetres del
model. Una manera de combinar aquestes dues fonts d’incertesa és utilitzar
procediments de bootstrap, com es fa en [10] i [46]. En el primer treball els
autors utilitzen un bootstrap paramètric, mentre que en el segon s’utilitza un
bootstrap no paramètric.
En el cas espanyol aquesta metodologia ha sigut utilitzada per [25] per a
prediccions obtingudes a partir del model de Lee-Carter amb un i dos termes
SVD i comparant els dos tipus de bootstrap. En ambdós casos s’utilitza la dis-
tribució binomial, mentre que en els treballs [10] i [46], s’utilitza la distribució
de Poisson. El procediment emprat és el següent: a partir de les observacions
(Ext , dxt), se simulen N mostres bootstrap (Ext , dnxt), n = 1,2, . . . ,N, on dnxt
són realitzacions d’una binomial de paràmetres (Ext , q˙xt). Per a cada mos-
tra bootstrap s’estimen els ax , bx i a continuació es projecten els kt a partir
del model ARIMA ajustat amb les dades originals. Tenim així N realitzacions
d’anx , bnx , k
n
t i k
n
t projectats que s’empren per a projectar els qxt i calcular
l’esperança de vida. L’interval de confiança és el que deriva dels percentils,
IC95 = [p0.025, p0.975].
Per al cas no paramètric, les N mostres bootstrap se simulen a partir dels
residus
ˆxt = ln
(
qxt
1− qxt
)
−
aˆx + r∑
i=1
kˆitbˆ
i
x
 ,
obtinguts amb les dades originals. Cada mostra proporciona unes estimacionsÆlogit(qxt)n a partir de la fórmula inversa
Ælogit(qxt)n = logit(q˙xt)− ˆnxt ,
on els logit(q˙xt) s’obtenen de les observacions inicials (Ext , dxt). A partir
d’aquest punt es procedeix igual que en el cas paramètric. L’extensió dels
mètodes bootstrap a altres models és immediata.
Aplicació de tècniques bootstrap a dades de mortalitat espanyoles. En la
figura 8 es mostren els intervals de confiança per a la predicció, en el període
2000-2011, de l’esperança de vida residual als seixanta-cinc anys d’edat, e65t ,
obtinguts mitjançant les tècniques de bootstrap descrites. Pot observar-se en
el gràfic que l’esperança de vida residual és major per a les dones que per
als homes i que hi ha un clar augment d’e65t al llarg del temps. Pel que fa al
mètode paramètric, l’amplitud dels intervals és menor en aquest cas que la
dels no paramètrics. Més detalls i l’extensió a altres models, com el Lee-Carter
amb dos SVD, pot consultar-se en [25].
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Hem de destacar que els intervals obtinguts per a l’esperança residual amb
tots dos mètodes són sorprenentment estrets, fet que ha cridat també l’atenció
de diferents investigadors com ara [48, 47, 7, 46], que tracten de trobar-hi
alguna explicació. En el nostre cas, els resultats estan d’acord amb l’evolució
de valors que publica l’Institut Nacional d’Estadística (INE).
Figura 8: Intervals de confiança per a l’esperança de vida residual als
seixanta-cinc anys.
5 Efecte cohort
Tabeau et al. [76] descriuen en el seu llibre els models de graduació i predicció
desenvolupats recentment i conclouen la necessitat d’integrar tècniques de
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distintes disciplines amb l’objectiu d’aconseguir prediccions satisfactòries.
En [57] s’aconsella que els actuaris adoptin els models edat-període-cohort
(d’ara endavant APC), [17, 18, 44], que han mostrat bons resultats en el camp
de l’epidemiologia. Aquests models constitueixen una evolució natural dels
models dinàmics, perquè incorporen l’any de naixement (cohort). Els models
APC són, d’altra banda, una extensió natural dels models edat-període, AP, i
edat-cohort, AC, en considerar l’efecte simultani dels tres factors. L’efecte de
l’edat representa els riscos associats als diferents grups d’edat. L’efecte del
període representa la variació de les probabilitats de mort deguda a l’any de
defunció. L’efecte cohort s’associa a canvis en aquestes probabilitats per als
grups d’individus amb el mateix any de naixement.
El model AP té 1+ (A−1)+ (P −1) paràmetres; si hi afegim el factor cohort,
trobarem C − 2 paràmetres i no pas C − 1 com esperaríem. De manera anàloga,
si comencem pel model AC, el qual té 1 + (A − 1) + (P − 1) paràmetres, i hi
afegim el factor període, tindrem P − 2 nous paràmetres i no pas P − 1. Això és
deu a la relació que lliga els tres factors, a = p − c. L’exacta dependència lineal
entre els tres factors que aquesta igualtat suposa és el major problema que
plantegen els models APC, i és conegut com el problema d’identificabilitat. Hi ha
diferents solucions al problema; la que proposa [44] consisteix a ajustar primer
el model amb qualsevol parametrització dels efectes, i després dur a terme una
regressió de cada conjunt d’estimacions sobre el factor corresponent. Vegem
com procedir.
Suposem que s’ajusta un model amb un cert conjunt de paràmetres
logit[q(a,p)] = αa + βp + γc . (9)
L’equació és equivalent si afegim a cada paràmetre qualsevol valor, µa, µp i
µc a condició que µa + µp + µc = 0. Cal tenir en compte que en el model APC
es verifica la relació a = p − c i, per tant, per a qualsevol constant δ tindrem
δ(a− p + c) = 0. Incorporant totes dues igualtats a (9) obtindrem
logit[q(a,p)] =αa − µp − µc + δa
+ βp + µp − δp
+ γc + µc + δc. (10)
Aquesta expressió comporta una descomposició dels efectes en una part lineal
i una altra no lineal. Tal com se suggereix en [44] efectuem una regressió de
les estimacions de cada efecte sobre el seu factor per a poder, una vegada
substituïdes en (9) les regressions calculades, obtenir una nova expressió
semblant a (10),
logit[q(a,p)] = α˜a + µˆa + δˆaa
+ β˜p + µˆp + δˆpp
+ γ˜c + µˆc + δˆcc. (11)
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El que esperem és que tots els pendents siguen iguals i estimen el pendent
teòric comú δ. Aquest problema pot resoldre’s fent alguna hipòtesi sobre la
importància relativa dels efectes. Per exemple, si decidim que l’escala de l’edat
és la més important i la del període la menys important, podríem triar una
reparametrització basada en les hipòtesis següents:
• els efectes període hauran de tenir mitjana zero,
• els efectes cohort hauran de ser un risc relatiu a alguna cohort central, i
• els efectes edat hauran de representar les probabilitats de mort per a cada
edat en la cohort central de referència, després de la correcció perquè els
efectes període tinguen mitjana zero.
Començant pel primer punt, a partir de l’equació (11) podem utilitzar com a
efecte període
g(p) = β˜p = βp − µˆp − δˆpp,
precisament perquè els residus tenen zero com a mitjana. En substituir en (11)
logit[q(a,p)] = α˜a + µˆa + δˆaa+ g(p)+ µˆp + δˆpp + γ˜c + µˆc + δˆcc
= αa + g(p)+ µˆp + δˆpp + γc , (12)
sumant i restant la cohort de referència, δˆpc0, i l’efecte d’aquesta, γc0 , i tenint
en compte que p = c + a, tindrem
logit[q(a,p)] = [αa + µˆp + δˆp(a+ c0)+ γc0]+ g(p)+ [γc − γc0 + δˆp(c − c0)]
= f(a)+ g(p)+ h(c), (13)
on
h(c) = γc − γc0 + δˆp(c − c0)
representa l’efecte de la cohort, que val zero per a c0 i té el pendent correcte, i
f(a) = αa + µˆp + δˆp(a+ c0)+ γc0
representa l’efecte de l’edat.
Una altra solució és la que proposa el mètode seqüencial: ajusta primer el
model AC i tot seguit ajusta als residus un model únicament amb el període.
De manera diferent de la proposta de [44], aquest mètode permet construir
intervals de confiança per als efectes estimats. En [15] poden trobar-se detalls
de tots dos mètodes.
Aplicació dels models APC a dades de mortalitat espanyoles. En la figura 9
hem representat en color negre les estimacions de màxima versemblança
obtingudes amb [44] a partir de les dades espanyoles de mortalitat. Hem pres
l’edat com al factor més important i el període com al menys important, i el
1937 com a cohort de referència segons l’expressió (13). Les línies de color
gris corresponen a les estimacions obtingudes per mitjà de l’ajust pel mètode
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seqüencial, que hem acompanyat dels intervals de confiança corresponents. En
la gràfica, totes dues estimacions es confonen perquè els seus resultats són
molt semblants.
S’observa que l’efecte de la cohort en la mortalitat dels dos sexes a Espanya
mostra un increment en les generacions a partir, aproximadament, del 1960,
efecte que és menys destacat per a les dones.
Figura 9: Model APC aplicat a Espanya per a homes (dalt) i dones (baix).
Un punt dèbil dels models APC presentats en l’expressió (9) és que assu-
meixen efectes independents per a l’edat i per al període, mentre que alguns
autors com Pitacco i Olivieri, [64], opinen que l’impacte de les millores en la
mortalitat al llarg del temps pot ser variable amb l’edat.
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6 Tendències futures
6.1 Graduació no paramètrica
L’anàlisi de dades de mortalitat mitjançant models no paramètrics ha atret
l’atenció d’actuaris, demògrafs i estadístics al llarg del passat segle xx. La
diferència fonamental amb els models paramètrics és que els primers no
necessiten suposar una funció dependent de l’edat, la qual cosa implica un
avantatge quan no tenim informació del model subjacent.
Entre els mètodes no paramètrics de graduació ocupen un lloc important
les tècniques d’allisatge (smoothing), que allisen les probabilitats brutes obtin-
gudes directament de les dades. Una revisió dels mètodes d’allisatge aplicats a
taules de mortalitat pot trobar-se en [84, 83]. En [58] es revisen articles sobre
d’allisatge i predicció, la majoria amb consideracions teòriques, i se’n discutei-
xen aplicacions a la ciència actuarial, a la bioestadística i a les finances. Una
altra revisió, però aplicada a la medicina, pot trobar-se en [88].
En [28] es revisen les diferents alternatives tenint en compte només l’efecte
de l’edat x i se’n mostra l’aplicació a dades de mortalitat de la Comunitat
Valenciana. Una línia de treball futura seria estendre els mètodes revisats en [28]
a la graduació de dades de mortalitat al llarg del temps amb l’objectiu d’obtenir
taules de mortalitat dinàmiques. Els treballs [31, 39, 33] van en aquesta direcció
usant una funció nucli (kernel) bivariant. En [19] s’utilitzen models additius
generalitzats (GAM) per a modelitzar i predir ràtios de càncer de pulmó, la qual
cosa pot suposar una alternativa interessant en la graduació de la mortalitat.
6.2 Modelització dels residus
Els mètodes exposats fins ara adapten lleis tradicionals i hi incorporen la
influència del temps, però cap d’aquests no té en compte l’estructura de de-
pendència que hi puga haver entre els residus, que alguns autors consideren
necessari modelitzar [7, 69]. En tots els mètodes precedents s’assumeix in-
dependència de les observacions, una hipòtesi difícil de mantenir quan fem
una representació com la de la figura 10, que mostra una gràfica dels residus
obtinguts amb el model de Lee-Carter en funció de l’edat i el temps [25]. S’hi pot
observar l’existència d’un patró per als residus, que entre d’altres coses posa
de manifest l’existència d’un efecte cohort (diagonals amb valors semblants).
Una solució al problema pot consistir a modelitzar la dependència dels
residus mitjançant tècniques adequades, la qual cosa obri la possibilitat de
línies de treball futures que exploren el problema en profunditat. En [1] s’es-
tudia la solució que la geoestadística pot aportar al problema, analitzant el
comportament temporal de la mortalitat i fent prediccions per a anys futurs,
tot això amb les dades de mortalitat espanyoles que hem esmentat. Els resultats
obtinguts s’han comparat amb els dels models Lee-Carter i Gompertz-Makeham
dinàmics, la bondat dels quals ja ha sigut provada.
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Figura 10: Residus per al model de Lee-Carter.
Dues aproximacions són possibles, les que es deriven de considerar la taula
dinàmica com un conjunt d’observacions espacials sobre un reticle rectangular
o bé com un conjunt de dades espaciotemporals [21].
6.3 Risc de la longevitat
Com assenyala [78], el comportament segons l’edat i el temps de la mortalitat
en edats avançades, vuitanta-cin i més anys, és un aspecte clau en el canvi
recent i l’evolució futura de la mortalitat. Tanmateix, l’existència d’inexactituds
en les dades disponibles i la variabilitat deguda als escassos individus exposats
al risc per a aquestes edats són les principals dificultats a l’hora de millorar la
modelització de la mortalitat en aquests grups d’edat, com assenyalen [87] en
un treball que arreplega també les solucions més interessants proposades.
La tendència de la mortalitat en les edats avançades introdueix un risc
important per a l’assegurador, que és conegut com a risc de la longevitat
(longevity risk), del qual s’ocupa [63]; també hi trobem una recopilació de les
contribucions més recents en l’estudi i la projecció de la mortalitat. En un
treball de revisió més recent, [65], els autors presenten una extensa introducció
a alguns temes de gran interès relatius al risc de la longevitat en l’àrea de les
anualitats de vida (els beneficis de les pensions).
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6.4 Models fràgils (frailty models)
Una font d’incertesa en l’estudi i la predicció de la mortalitat és l’heterogeneïtat
de les poblacions. De la influència de l’heterogeneïtat en la modelització de
la supervivència i en problemes actuarials es té consciència des de fa molt
de temps [62]. Ja en [38] s’hi fa referència amb relació a les ràtios d’embaràs, i
en [5] se n’estudia el seu efecte sobre la migració. En [79] els autors analitzen
com influeix sobre la mortalitat i introdueixen el concepte de frailty, repre-
sentat com una variable no observable, i en descriuen les implicacions per
als mètodes estàndard de taules de mortalitat. En [14] es consideren aspectes
pràctics per a seleccionar la família de models frailty aplicable a assegurances
basades en dades de mortalitat, i la possible interpretació d’aquests models.
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